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多元正态分布整体推断方法
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摘要: 提出多元正态分布整体推断方法。通过仿真结果与试验数据有机结合,该方法能够将多个不同状态下

的多变量 (多指标)的试验数据作为一个整体进行统计分析,给出多元正态分布均值和协方差矩阵的整体估

计。文中详细讨论了多个状态下二元正态分布均值和方差的无偏估计和置信区间估计。与传统方法相比,该

方法不但具有更高的精度,而且解决了一种状态下只有一个试验数据时多变量 (多指标)产品可靠性评定的难

题。此外,文中还给出一种均值和方差仿真结果的极小子样检验方法。
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Abstract: A in tegral inference m ethod fo r m ultivariate norm al distributions is p resen ted.

Com bin ing the sim ulation results and the experim en t data, it can to tally infer the experim en t data

of the m ultivariate norm al distributions in m ulti2state. T hen it can establish the estim ato rs of

m eans and covariance m atrix of the m ultivariate norm al distribution, and estim ate their confidence

lim its and in tervals in each state. Compared w ith traditional m ethods, th is m ethod no t on ly has

h igher p recision but also so lves the p roblem of reliability assessm en t w ith on ly one experim en t da2
tum of the m ultivariate norm al distribution in a state. Besides, a m ethod fo r testing sim ulation re2
sults of m eans and variances in m ulti2state is also p resen ted w ith very sm all samp le.
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　　产品极小子样可靠性评定是当前亟待解决的

一个难题,文献[ 1 ]针对一元正态分布完全数据和

指数分布截尾数据,建立了极小子样可靠性评定

方法;文献[ 2 ]给出正态分布、极值分布和W eibull

分布等位置- 尺度分布族截尾数据和不完全数据

的整体估计方法。在此基础上,本文进一步提出多

元正态分布整体推断方法, 可以对多变量 (多指

标)的产品进行极小子样可靠性评定。

1　二元正态分布试验数据整体推断

1. 1　整体分布参数估计

　　设在第 i个状态下取 n i个试样进行独立试



验,试验值 (X i j , Y i j ) , j = 1, 2,⋯, n i,服从二元正态分布:

f i (x , y ) =
1

2ΠΡX iΡY i 1 - Θ2
i

exp
- 1

2 (1 - Θ2
i )
×

(x - ΛX i) 2

Ρ2
X i

+
(y - ΛY i) 2

Ρ2
Y i

- 2Θi
(x - ΛX i) (y - ΛY i)

ΡX iΡY i
　　i = 1, 2,⋯,m (1)

式中:

ΛX i = kX i ΛX　　　i = 1, 2,⋯,m (2)

ΡX i = lX i ΡX　　　i = 1, 2,⋯,m (3)

ΛY i = kY i ΛY　　　i = 1, 2,⋯,m (4)

ΡY i = lY i ΡY　　　i = 1, 2,⋯,m (5)

CX Y i = ci CX Y　　i = 1, 2,⋯,m (6)

Θi =
CX Y i

ΡX iΡY i
=

ci

lX i lY i

CX Y

ΡXΡY
　i = 1, 2,⋯,m (7)

其中 ΛX , ΛY, ΡX , ΡY 和 CX Y为整体分布参数, 它们

均未知。kX i, kY i, lX i, lY i和 ci ( i= 1, 2,⋯, m )分别

被称为均值系数、标准差系数和协方差系数,它们

可由仿真、数字化设计等方法求得,为了便于工程

应用,可将试验次数较多或要着重考虑的某一状

态所对应的 kX i, kY i, lX i, lY i和 ci取为 1。

可以证明, 整体分布参数 ΛX , ΛY , ΡX , ΡY 和

CX Y的无偏估计量分别为:

Xϖ =
∑

m

i= 1
∑

n i

j = 1

kX iX i j

l2
X i

∑
m

i= 1

n ik
2
X i

l2
X i

(8)

Yθ =
∑

m

i= 1
∑

n i

j= 1

kY iY i j

l2
Y i

∑
m

i= 1

n ik
2
Y i

l2
Y i

(9)

S 2
X =

1
n - 1∑

m

i= 1
∑

n i

j= 1

1
l2
X i

X i j - kX iX
ϖ 2 (10)

S 2
Y =

1
n - 1∑

m

i= 1
∑

n i

j = 1

1
l2
Y i

Y i j - kY iY
θ 2 (11)

C
δ

X Y =
1

nX Y
×

∑
m

i= 1
∑

n i

j= 1

1
ci

X i j - kX iX
ϖ Y i j - kY iY

θ (12)

n = ∑
m

i= 1

n i (13)

nX Y = n - 2 +
∑

m

i= 1

n ikX ikY i

ci
∑

m

i= 1

n ikX ikY ici

l2
X i l

2
Y i

∑
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i= 1

n ik
2
X i

l2
X i
∑
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i= 1

n ik
2
Y i

l2
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(14)

可以证明:

Xϖ～ N ΛX , Ρ2
X ∑

m

i= 1

n ik
2
X i

l2
X i

- 1

(15)

Yθ～ N ΛY , Ρ2
Y ∑

m

i= 1

n ik
2
Y i

l2
Y i

- 1

(16)

(n - 1)S 2
X

Ρ2
X
～ ς2 (n - 1) (17)

(n - 1)S 2
Y

Ρ2
Y
～ ς2 (n - 1) (18)

　　由此可知,整体分布参数 ΛX , ΛY 和 ΡX , ΡY 的

置信水平为 Χ的置信区间分别为:

Xϖ - tΑö2 (n - 1)S X ∑
m

i= 1

n ik
2
X i

l2
X i

- 1ö2

≤ ΛX ≤

Xϖ + tΑö2 (n - 1)S X ∑
m

i= 1

n ik
2
X i

l2
X i

- 1ö2

(19)

Yθ - tΑö2 (n - 1)S Y ∑
m

i= 1

n ik
2
Y i

l2
Y i

- 1ö2

≤ ΛY ≤

Yθ + tΑö2 (n - 1)S Y ∑
m

i= 1

n ik
2
Y i

l2
Y i

- 1ö2

(20)

(n - 1)S 2
X

ς2
Αö2 (n - 1) ≤ Ρ2

X ≤
(n - 1)S 2

X

ς2
1- Αö2 (n - 1)

(21)

(n - 1)S 2
Y

ς2
Αö2 (n - 1) ≤ Ρ2

Y ≤
(n - 1)S 2

Y

ς2
1- Αö2 (n - 1)

(22)

式中:　Α= 1- Χ;　　P t≥tΑ(n- 1) = Α;

P ς2 ≥ ς2
Α(n - 1) = Α。

1. 2　各个状态均值、方差和协方差估计

　　第 i个状态下母体均值、方差和协方差 ΛX i,

ΛY i, ΡX i, ΡY i和CX Y i的无偏估计量分别为:

Xϖ i = kX iX
ϖ　　　i = 1, 2,⋯,m (23)

Yθ i = kY iY
θ　　　i = 1, 2,⋯,m (24)

S 2
X i = l2

X iS
2
X　　　i = 1, 2,⋯,m (25)

S 2
Y i = l2

Y iS
2
Y　　　i = 1, 2,⋯,m (26)

C
δ

X Y i = ciC
δ

X Y　　i = 1, 2,⋯,m (27)

且有

Xϖ i～ N ΛX i, k2
X iΡ2

X ∑
m

j= 1

n j k
2
X j

l2
X j

- 1

(28)
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Yθ i～ N ΛY i, k2
Y iΡ2

Y ∑
m

j= 1

n jk
2
Y j

l2
Y j

- 1

(29)

(n - 1)S 2
X i

Ρ2
X i
～ ς2 (n - 1) (30)

(n - 1)S 2
Y i

Ρ2
Y i
～ ς2 (n - 1) (31)

　　因此,可以求得第 i个状态下母体均值 ΛX i,

ΛY i和方差 ΡX i, ΡY i的置信水平为 Χ的置信区间。

1. 3　各个状态的落入概率计算

　　第 i个状态下二维随机变量 (X i, Y i)位于区

域 8 内的概率 P i的估计量由下式计算:

Pδi = κ
8

1

2ΠS X iS Y i 1 - Θδ2
i

×

exp
- 1

2 (1 - Θδ2
i )

x - Xϖ i
2

S 2
X i

+
y - Yθ i

2

S 2
Y i

-

2Θδi
x - Xϖ i y - Yθ i

S X iS Y i
dx dy

i = 1, 2,⋯,m (32)

式中:

Θδi =
CδX Y i

S X iS Y i
　　i = 1, 2,⋯,m (33)

　　当X i和 Y i相互独立时,有:

Pδi = κ
8

1
2ΠS X iS Y i
×

exp -
x - Xϖ i

2

2S 2
X i

-
y - Yθ i

2

2S 2
Y i

dx dy

i = 1, 2,⋯,m (34)

　　当 X i和 Y i 相互独立,且 8 = [a≤X i≤b; c≤

Y i≤d ]时,有:

P
δ

i = 5 b - Xϖ i

S X i
- 5 a - Xϖ i

S X i
×

5 d - Yθ i

S Y i
- 5 c - Yθ i

S Y i

i = 1, 2,⋯,m (35)

2　仿真结果极小子样检验方法

　　对于各个状态都是成组试验数据的情况可采

用文献[ 1～ 4 ]方法进行检验。下面分别针对一些

状态只有一个试验数据,而另一些状态是成组试

验数据的情况,以及所有状态都只有一个试验数

据的情况,给出仿真结果检验方法。

2. 1　成组和单点试验数据混合的情况

　　设第 i个状态下有 n i个试验数据 (X i j , Y i j ) ,

且有 X i j～N (ΛX i, Ρ2
X i) , Y i j～N (ΛY i, Ρ2

Y i) , j = 1,

2,⋯, n i,其中当 i= 1, 2,⋯, q时, n i= 1; 当 i= q+

1, q+ 2,⋯,m 时, n i≥2。并设 Λ′X i和 Ρ′X i为 ΛX i和

ΡX i的仿真结果, Λ′Y i和 Ρ′Y i为 ΛY i和 ΡY i的仿真结

果, i= 1, 2,⋯, m。当仿真结果正确时,有:

Λ′X i = ΛX i　　i = 1, 2,⋯,m (36)

Ρ′X i = ΡX i　　i = 1, 2,⋯,m (37)

Λ′Y i = ΛY i　　i = 1, 2,⋯,m (38)

Ρ′Y i = ΡY i　　i = 1, 2,⋯,m (39)

此时, 由 kX i = Λ′X iöΛ′X , lX i = Ρ′X iöΡ′X 和 kY i =

Λ′Y iöΛ′Y, lY i= Ρ′Y iöΡ′Y 求得的均值系数和标准差
系数也正确, 其中 Λ′X , Ρ′X 和 Λ′Y , Ρ′Y 分别是将
kX i, lX i和 kY i, lY i取为 1的那个状态的均值和标准

差仿真结果。令:

S 2
X i =

X i 1 - Λ′X i

Ρ′X i

2

　i = 1, 2,⋯, q (40)

S 2
X i =

1
(n i - 1) (Ρ′X i) 2∑

n i

j = 1

X i j - Xϖ i
2

i = q + 1, q + 2,⋯,m (41)

S 2
X =

1
n - m + q

×

∑
q

i= 1
S 2

X i + ∑
m

i= q+ 1

(n i - 1)S 2
X i (42)

S 2
Y i =

Y i 1 - Λ′Y i

Ρ′Y i

2

　i = 1, 2,⋯, q (43)

S 2
Y i =

1
(n i - 1) (Ρ′Y i) 2∑

n i

j= 1

Y i j - Yθ i
2

i = q + 1, q + 2,⋯,m (44)

S 2
Y =

1
n - m + q ∑

q

i= 1
S 2

Y i + ∑
m

i= q+ 1

(n i - 1)S 2
Y i

(45)

式中:

　Xϖ i =
1
n i
∑

n i

j = 1
X i j　i = q + 1, q + 2,⋯,m (46)

　Yθ i =
1
n i
∑

n i

j= 1
Y i j　i = q + 1, q + 2,⋯,m (47)

n = ∑
m

i= 1

n i (48)

则可以证明,当仿真结果 Λ′X i和 Ρ′X i正确时,有:

ς2
X m =

1
C

(n - m + q) ln S 2
X - ∑

q

i= 1
ln S 2

X i -

∑
m

i= q+ 1

(n i - 1) ln S 2
X i ～ ς2 (m - 1) (49)
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ς2
X n = ∑

m

i= 1
∑

n i

j= 1

X i j - Λ′X i

Ρ′X i

2

～ ς2 (n) (50)

式中C 为修正系数:

C = 1 +
1

3 (m - 1) ×

q + ∑
m

i= q+ 1

1
n i - 1

-
1

n - m + q
(51)

　　因此,在显著性水平 Α下,式 (36)和 (37)的拒

绝域为:

ς2
X m ≥ ς2

Α(m - 1) (52)

或 ς2
X n ≤ ς2

1- Αö2 (n) 或 ς2
X n ≥ ς2

Αö2 (n) (53)

当式 (52)或 (53)成立时,可以断定 ΛX i和 ΡX i的仿

真结果 Λ′X i和 Ρ′X i ( i= 1, 2,⋯, m )不正确,即拒绝

式 (36)和 (37)。

同样,当仿真结果 Λ′Y i和 Ρ′Y i正确时,有:

ς2
Y m =

1
C

(n - m + q) ln S 2
Y - ∑

q

i= 1
ln S 2

Y i -

∑
m

i= q+ 1

(n i - 1) ln S 2
Y i ～ ς2 (m - 1) (54)

ς2
Y n = ∑

m

i= 1
∑

n i

j= 1

Y i j - Λ′Y i

Ρ′Y i

2

～ ς2 (n) (55)

所以,在显著性水平 Α下,式 (38)和 (39)的拒绝域

为:

ς2
Y m ≥ ς2

Α(m - 1) (56)

或 ς2
Y n ≤ ς2

1- Αö2 (n) 或 ς2
Y n ≥ ς2

Αö2 (n) (57)

当式 (56)或 (57)成立时,可以断定 ΛY i和 ΡY i的仿

真结果 Λ′Y i和 Ρ′Y i ( i= 1, 2,⋯, m )不正确,即拒绝

式 (38)和 (39)。

对于各个状态方差或变异系数相等的情况,

可以分别采用文献[ 3 ]和[ 4 ]方法进行检验。

2. 2　单点试验数据的情况

　　设第 i 个状态下只有一个试验数据 (X i 1,

Y i 1) ,且有 X i 1～N (ΛX i, Ρ2
X i) , Y i 1～N (ΛY i, Ρ2

Y i) , i

= 1, 2,⋯, m。令:

S 2
X i =

X i 1 - Λ′X i

Ρ′X i

2

　i = 1, 2,⋯,m (58)

S 2
X =

1
m∑

m

i= 1
S 2

X i (59)

S 2
Y i =

Y i 1 - Λ′Y i

Ρ′Y i

2

　i = 1, 2,⋯,m　 (60)

S 2
Y =

1
m∑

m

i= 1
S 2

Y i (61)

则可以证明,当仿真结果 Λ′X i和 Ρ′X i正确时,有:

ς2
X m =

3m
4m + 1
×

m ln S 2
X - ∑

m

i= 1
ln S 2

X i ～ ς2 (m - 1) (62)

ς2
X 0 = ∑

m

i= 1

X i 1 - Λ′X i

Ρ′X i

2

～ ς2 (m ) (63)

　　因此,在显著性水平 Α下,式 (36)和 (37)的拒

绝域为:

ς2
X m ≥ ς2

Α(m - 1) (64)

或 ς2
X 0 ≤ ς2

1- Αö2 (m ) 或 ς2
X 0 ≥ ς2

Αö2 (m ) (65)

即当式 (64)或 (65)成立时,可以断定 ΛX i和 ΡX i的

仿真结果 Λ′X i和 Ρ′X i ( i= 1, 2,⋯, m )不正确。

同样,当仿真结果 Λ′Y i和 Ρ′Y i正确时,有:

ς2
Y m =

3m
4m + 1
×

m ln S 2
Y - ∑

m

i= 1
ln S 2

Y i ～ ς2 (m - 1) (66)

ς2
Y 0 = ∑

m

i= 1

Y i 1 - Λ′Y i

Ρ′Y i

2

～ ς2 (m ) (67)

　　因此,在显著性水平 Α下,式 (38)和 (39)的拒

绝域为:

ς2
Y m ≥ ς2

Α(m - 1) (68)

或 ς2
Y 0 ≤ ς2

1- Αö2 (m ) 或 ς2
Y 0 ≥ ς2

Αö2 (m ) (69)

即当式 (68)或 (69)成立时,可以断定 ΛY i和 ΡY i的

仿真结果 Λ′Y i和 Ρ′Y i ( i= 1, 2,⋯, m )不正确。

3　多元正态分布试验数据整体推断

　　设在第 i个状态下随机变量X i= (X 1 i, X 2 i,

⋯, X p i) T 服从多元正态分布[5 ]:

f i (x i) = (2Π) - p
2 (det C i) - 1

2 ×

exp -
1
2

(x i - Λi) TC - 1
i (x i - Λi)

i = 1, 2,⋯,m (70)

式中 x i = (x 1 i, x 2 i, ⋯, x p i ) T , Λi = (Λ1 i, Λ2 i, ⋯,

Λp i) T , 协方差矩阵 C i= Cov (X i) = (C j1 j 2 i) p×p。并

设:

Λj 1 i = k j1 i Λj1

i = 1, 2,⋯,m ;　j 1 = 1, 2,⋯, p (71)

C j 1 j2 i = cj 1 j2 iC j 1 j2

i = 1, 2,⋯,m ;　j 1, j 2 = 1, 2,⋯, p (72)

其中 Λj1
( j 1 = 1, 2, ⋯, p )和 C j1 j2

( j 1, j 2 = 1, 2, ⋯,

p )为整体分布参数,它们均未知。k j 1 i和 cj1 j 2 i ( i= 1,

2,⋯, m ; j 1, j 2 = 1, 2, ⋯, p )分别称为均值系数和

协方差系数,它们可由仿真、数字化设计等方法求

得,为了便于应用,可将试验次数较多的某一状态
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所对应的 k j1 i和 cj 1 j2 i ( j 1, j 2= 1, 2,⋯, p )取为 1。

　　对于第 i个状态下随机变量X i 的 n i 个独立

试验值 X i j = (X 1 i j , X 2 i j , ⋯, X p i j ) , i= 1, 2, ⋯,

m ; j = 1, 2,⋯, n i。那么,整体分布参数 Λj1
( j 1= 1,

2, ⋯, p )和 C j1 j 2
( j 1, j 2= 1, 2,⋯, p )的无偏估计量

分别为:

Xϖ l =
∑

m

i= 1
∑

n i

j = 1

k l iX l i j

cl l i

∑
m

i= 1

n ik
2
l i

cl l i

　 l = 1, 2,⋯, p (73)

C
δ

l l = S 2
l =

1
n - 1∑

m

i= 1
∑

n i

j = 1

1
cl l i

X l i j - k l iX
ϖ

l
2

l = 1, 2,⋯, p (74)

Cδj1 j 2 =
1

n j1 j 2

×

∑
m

i= 1
∑

n i

j= 1

1
cj1 j2 i

X j1 i j - k j 1 iX
ϖ

j1 X j 2 i j - k j2 iX
ϖ

j2

j 1 ≠ j 2 (75)

式中:

n = ∑
m

i= 1
n i (76)

n j1 j2 = n - 2 +
∑

m

i= 1

n ik j1 ik j 2 i

cj1 j 2 i
∑

m

i= 1

n ik j 1 ik j2 icj1 j 2 i

cj 1 j1 icj 2 j2 i

∑
m

i= 1

n ik
2
j1 i

cj1 j 1 i
∑

m

i= 1

n ik
2
j2 i

cj2 j 2 i

(77)

可以证明:

Xϖ l～ N Λl, C l l ∑
m

i= 1

n ik
2
l i

cl l i

- 1

l = 1, 2,⋯, p (78)

(n- 1)S 2
l

C l l
～ ς2 (n- 1)　　l= 1, 2,⋯, p (79)

因此,与二元正态分布情况相同,可以对整体

分布参数 Λl 和 C l l ( l= 1, 2, ⋯, p )以及各个状态

下的均值 Λl i和方差 C l l i ( i= 1, 2, ⋯, m ; l= 1, 2,

⋯, p )进行置信区间估计, 并对仿真结果进行检

验,这里不再赘述。

4　结　论

　　 (1) 本文方法首先采用由仿真或数字化设计

得到的各个状态下多元正态分布的均值、标准差

和协方差,求得均值系数 (各个状态均值与某一状

态均值之比)、标准差系数 (各个状态标准差与某

一状态标准差之比)和协方差系数 (各个状态协方

差与某一状态协方差之比) ,然后通过均值系数、

标准差系数和协方差系数,将各个不同状态下的

试验数据转换到某一状态 (该状态的 kX i, kY i, lX i,

lY i和 ci均取为 1)下进行统计分析,得到该状态下

的均值、标准差和协方差估计量,再反过来给出各

个不同状态下的经过试验数据修正的均值、标准

差和协方差。

(2) 对于已知 ΛX i= ΛY i= 0, i= 1, 2,⋯, m 的

情况,令 X
3
i j = X i j ölX i , Y

3
i j = Y i j ölY i,则有X

3
i j～

N (0, Ρ2
X ) , Y

3
i j～N (0, Ρ2

Y) , 因此可将X
3
i j (或 Y

3
i j ) , i

= 1, 2,⋯, m ; j = 1, 2,⋯, n i 看作来自同一母体的

样本进行整体统计推断。此时,第 2节中仿真结果

检验需令 Λ′X i= Λ′Y i= 0; 也可令 Xϖ i= Yθ i= 0,并将

n i- 1和 n- m + q分别换成 n i和 n, i= 1, 2,⋯, m。

若式 (52)、(64)或式 (56)、(68)成立,则可以断定

各个状态母体标准差之间比例的仿真结果 lX i或

lY i不正确; 若式 (53)、(65)或式 (57)、(69)成立,

则可以断定母体标准差仿真结果 Ρ′X i或 Ρ′Y i不正

确, i= 1, 2,⋯, m。当均值已知但不全为零时,可

先将其变换为零均值的情况再处理。

(3) 本文方法可用于靶场极小子样评定等领

域。
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